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Introduccidén

Actualmente contamos con multiples/estigaciones concernientesaprendizaje de las
matematicas, una de las razones es el aumento en niumero de estudiantes de todas las areas
gue cursan matematicas como consecuencia de los cambios que los gobierterem®stab
empero los objetivos que sefalan estan lejos de cumplirse. Las reformas se suceden unas a
otras generando la sensacion de que el fondo de los problemas no se ha afrontado
realmente.

Tomemos como ejemplta experiencia de | oeormafleolas 700 s,
mat em8ti cas modernaso en donde el punto noda
a |la consider-amdif-om delnlfa&lvummo que | os reforn

dos supuestos ilusorios:

1 Primero, lailusion lirica. Las ciencias y las matematicas podrian introducirse poco a
poco sobre una espl ®ndi da ar qui tesandidar a si m
a |l as j-venes generaciones por una fAmal ao
Luego entonces, la profuaestructura de la ciencia se presentaria a los estudiantes
tan pronto fuese posible y todo iria mejor.

1 Enseguida lailusion romantica Concerniente a la manera en cémo aprenden los
al umnos. Por anal og? a, el l os saolcaenoumo | a p
Abuen aeambi est deci r, ntareodenla evolusioreaodnitiva des p o
estudiante dirige y se antepone al conocimiento cientifico. Las dificultades se atribuyen
al arca2smo pedag-gico que cbbtrtmaai 8maor vp
Adogmati smod y por tanto criticado sin cons

Los resultados son bien conocidos y puede desprenderse como leccion histérica, que
siempre que las reformas implementadas se basan en presupuyastos lo que sucede
masfrecuentenente de lo que se piensa, han provocado grandes decepciones. Producto del
fracaso de la reforma de las matematicas modesnegpot r o punt o de vi st a
retorno al pasado como lmtk tonhasisoi Otro a&spettmquen or t e a n
las reformas no suelen considerar es el cdmo aprenden los estudertéso educar con

equidad a una poblacién indiscutiblemente heterogénea.

La matematica educativa nace como disciplina cientifica sobre presupuestos radicalmente
opuestos a otras aplimaciones que conciernen a la ensefianza: la voluntad (y la
afirmacion de la posibilidad) de abordar razonablemente, sistematicamente, cientificamente

y con especificidad los fendmenos derendizajede las matematicas. Arriesgando una

definicion uno podrialecir que la matematica educates la ciencia que estudia, para un

campo particular (las matematicas), los fenomenos dgeendizajelas condiciones de la
transmisi-n de | a Aculturao propia de wuna in
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adquisicion de conocimientos del que aprende.

Un punto de inicio en esta problematica es la reflexidbn sobre los saberes. Es importante
sefalar que los conocimientos mediante los cuales se establecen las relaciones didacticas no

son objetos muertos que plr of es or Atransmiteo al al umno
Aapropiar 80. Por el contrari o, | a matem8ti ca
sujetos de evolucién y cambio conforme la sociedad en donde ellos nacen o se enraizan.
Particularmente, edstudio de las relaciones que el estudiante establece con los saberes que

le son presentados, relacionessémismas de naturaleza eminentemente mdviles, es el

centro de una reflexiébn sobre las condiciones y la naturaleza de los aprendizajes. Ello
condwee a una aproximaci-n opuesta a | a fApedac
reglas de aprendizaje y de la educacion independiente de los contenidos ensefiados. Al
menos para las disciplinas cientificas y las matematicas, cuyos contenidos son altamente
estructurados, es poco probable que un conocimiento pertinente pueda construirse para
explicar los fendmenos de ensefianza dejando de lado los saberes de referencia.

Esto ultimo induce un estudio epistemolégico para entender cuéles fueron las causas que
posbilitaron la generacion de los saberes a fin de articularlos pertinentemente en el aula.
Pero como ya sefialamos anteriormente el fendmeno educativo es eminentemente social y
compete global mente a Il a cultura ewni dtaaodgque
especificos del entorno social en el que se desarrolla, por lo que de manera natural, la
investigacion en matematica educativa se desarrolla blajabrigo de diferentes
paradigmas.

En este escrito nos proponemos hacer una revision de nuestribades de investigacion

en el tema de precélculo, con el fin de posibilitar al profesor el conocimiento de las
herramientas indispensables que le permitan realizar pertinentemente el disefio e
implementacion desituaciones de aprendizagn el aula de mamaticas. Para ello
iniciamos con una breve descripcién de la teoria de situaciones didacticas, que usamos en
nuestros disefios. Ello sin pretender exhaustividad ni profundidad en la teoria; pero
mostrando los elementos que consideramos esenciales. Aldén@os las referencias
bibliogréficas que permitiran un estudio con mayor profundidad.

Enseguida haremos una presentacion de nuestros resultados de manera resumida precisando
tres aspectos importantes de nuestros disdé@ssnados a la adquisicion de lemguaje

gréfico, a saber, operaciones graficas, resolucion grafica de desigualdades y construccion
de funciones.

Con ello creemos que el lector estara en condiciones de apropiarse de una vision global del
guehacer de investigacion en Matematica Educaiivi@ con su aplicacion dentro del aula
de matematicas con el fin de diseflar e implementar, pertinentenséntgionesde



aprendizajeen la clase de matematicas a proposito del tema que aqui discutiremos: el curso
de precélculo.

Breve esbozo de la Teortke Situaciones idlacticas

La matematica educativa es la disciplina que estudia, fundamentalmente, los fenbmenos
que se producen en la escuela en el proceso de aprendizaje de las matematicas. La
evolucion de la didactica de las matematicas de axereia, ha ido modificando la
manera en como se entienden los hechos didacticos. Desde la concepcion de que la
didactica es un arte, poseido por unos cuantos y que hace que la funcion del alumno, sea
dejarse moldear por el artista, para pasar luego @tapa cldsica, donde el aprendizaje

era cmsiderado como un procesognitivo.

La didactica de las matematicas es considerada como un caso particular, de lo que podria
denominarse como didactica general, en donde las explicaciones de cédmo aprende en
geneal una persona, podian ser aplicadas al aprendizaje de las matenf@asasnJ.,
1998p.10, sefiala los dos siguientes aspectos, como caracteristicos del enfoque clasico en
didactica de las matematicas:

1 Toma como problematica didactica, una ampliaciéntdda de la problematica
espontanea del profesor. Menciona como ejemplos de esto, los conocimientos
previos de los alumnos, el problema de la motivacién de los alumnos para el
aprendizaje, los instrumentos tecnoldgicos de la ensefianza, la diversidad, com
ensefiar a resolver problemas, como evaluar, etc.

1 Presentar el saber didactico como un saber técnico, en el sentido de aplicacién de
otros saberes mas fundamentales, importados de otras disciplinas

Agrega ademas, que desde el punto de vista clasiodiddetica de las matematicas,
consiste en proporcionarle al profesor los recursos profesionales para llevar su trabajo de
forma eficiente. Desde esta perspectiva, ensefiar y aprender matematicas, son nociones
transparentes y no cuestionables. El andksiscentra en el alumno o el profesor,
condicionandolo fuertemente a los procesos psicolégicos asociados a la ensefianza y el
aprendizaje. Interpreta el saber didactico a un saber técnico, renunciando asi a construir la
didactica de las matematicas comosaber cientifico.

Para construir la didactica de las matematicas como saber cientifico, se requeriria un
modelo de la matemética escolar, asi como un modelo de la actividad matematica y un
modelo del proceso de ensefiaapaadizaje de las matematicas. Taoria de Situaciones
Didacticas(TSD) parte de principios diametralmente opuestos a la concepcion clasica, pues
entiende que:



by

f "nSaber matem8ticaso no es solamente saber
|l a ocasi-n de wutil iczuapralrosse yd ed ep raopblliecrearsloo s
amplio que incluye encontrar buenas preguntas tanto como encontrar soluciones.

Una buena reproduccion, por parte del alumno, de la actividad matematica exige
que éste intervenga en la actividad matemética, lo cual iseniue formule
enunciados y pruebe proposiciones, que construya modelos, lenguajes, conceptos y
teorias, que los ponga a prueba e intercambie con otros, que reconozca los que estan
conformes con la cultura matematica y que tome los que le son Utilesoptraar

su actividad.

1T "Ensefar un conoci miento matem8tico concr
hacer posible que los alumnos desarrollen con dicho conocimiento una actividad
matematica en el sentido anterior. El profesor debe imaginar y propdoer a
alumnos situaciones matematicas que ellos puedan vivir, que provoquen la
emergencia de genuinos problemas matematicos y en las cuales el conocimiento en
cuestion aparezca como una solucién 6ptima a dichos problemas, con la condicion
adicional de queidho conocimiento sea construible por los alumnos.

Con el surgimiento de la teoria de situaciones, Brousseau, junto con otros investigadores, se
dieron cuenta de la necesidad para la didactica, de utilizar un modelo propio de la actividad
matematica. Ensto consiste precisamente, el principio metodologico fundamental de la
teoria de situaciones: definir un <<conocimiento matematico>> mediante una
<<situacién>>, esto es, por un autdmata que modela los problemas que Unicamente este
conocimiento permite retver de forma éptima (Brousseau, 1994).

La teoria de situaciones adopta un enfoque sistémico ya que considera a la didactica de las
matematicas como el estudio de las interacciones entre un saber, un sistema educativo y los
alumnos con objeto de optimizar los modies apropiacidn de este saber por el sujeto

(Brousseau, 1998).
Enfoque sistémico
(Ruiz, 2000)
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Chevallard(1991) denomina a este esquema teérico, como "sistema didactico”. El entorno

Il nmedi ato del sistema did8ctico es el Nsi st e
conjunto diverso de dispositivos que permiten operar a los distintos sistemas didacticos
Alrededor de este sistema de ensefianza se encuentra el entorno social, que puede
caracterizarse por la presencia de padres, académicos, y las instancias politicas. En el
entornode lo que Chevallard denomina el sistema de ensefiangatecto sensuhayun

Asitiod donde se piensa mobsferaknslda moostera,dos d §8ct i ¢
representantes del sistema de ensefianza, se encuentran directa o indirectamente con los
representantes de la sociedad. Esta version simplificada, del funcionaeseoitr, puede

desarrollar formas muy complejas de funcionamiento.

Un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensefar, sufre a partir de
entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a hacerlo apto para ocupar
un lugar entreds objetos de ensefianza. El trabajo que transforma de un objeto de saber a
ensefiar en un objeto de ensefanza, es denominado la transposicion didietiadard,

1991, p.4H5 La noosfera, es el centro operacional del proceso de transposicion. Alli se
produce todo conflicto entre sistema didéctico y entorno.

Luego de que en el sistema didactico, se ha determinado un saber a ensefiar, este es sin
lugar a dudas un saber transpogstespersonalizado, descontextualizado. Constituye la
labor del profesor proceder en sentido contrario al productor de tal conocimiento, debe
contextualizar y repersonalizar el saber: busca situaciones que den sentido a los
conocimientos por ensefar (Bsseay1999. El estudiante que se ha apropiado de los
conocimientos, procede a descontextualizar y despersonalizar para poderlos usar.

Un supuesto basico de la T®S: que el alumno aprende, adaptandose a un medio que es
factor de contradicciones, de idifltades, de desequilibrios... Este saber, fruto de la
adaptacion del alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del
aprendizaje (Brousseau, 99). Este supuesto, se basa en principios de la psicologia
genética y de la psicologia socjatjue se podrian resumir en: El aprendizaje se apoya en la
accion. La adquisicion, organizacién e integracion de los conocimientos pasa por estados
transitorios de equilibrio y desequilibrio, apoyados en los procesos de asimilacién y
acomodacioh Los apendizajes previos de los alumnos deben ser tenidos en cuenta para
construir los nuevos conocimientos y para superar los obstaculos: se conoce en contra de
los conocimientos anterioresLos conflictos cognitivos entre miembros de un mismo
grupo social puegh facilitar la adquisicion del conocimief{®uiz, 2000).

1 Estos, constituyen elementos basicos de la obra de Piaget

2 Esta afirmacién constituye una idea fundamental de la epistemologia de Bachelard (1986)

3 ldea basica de la psicologia social genética, representada por los trabajos de la escuela de Ginebra tales
como Mungny (1986)



La concepcidon moderna de la ensefianza va por tanto a pedir al maestro que provogue en
los alumnos las adaptaciones deseadas, con una eleccidn acertada de los problemas que le
propone.

Tomando unaituacion matematica, como elemento primario, podemos plantearnos como
transformarla en una situacién de aprendizaje, para ello, debemos cerciorarnos de que la
respuesta inicial del alumno, no constituya
a hacer modificaciones a sus conocimientos previos. Uno de los factores principales de
estas situaciones de aprendizaje, lo constituye el hecho de que las respuestas que produce el
alumno, sean respuestas provocadas por las exigencias del medio no, esetiss del

profesor; al, logro de este hecho se le llama devolucion de la situacion por el profesor. La
devolucion no se realiza sobre el objeto de ensefianza sino sobre las situaciones que lo
caracterizan (Brousseau, 1994).

Se llama situacion adidacticauaa situacion matematica especifica de dicho conocimiento

tal que, por si misma, sin apelar a situaciones didacticas y en ausencia de toda indicacion
intencional, permita o provoque un cambio de estrategia en el alumno. Este cambio debe
ser (relativamenjeestable en el tiempo y estable respecto a las variables de la situacion. La
forma de provocar este cambio suele provenir de ciertas caracteristicas de la situacion
adidactica que hacen que fracasen las estrategias espontdneas (Chevallard, Bosch, Gascon,
1997)

Se llamara variable didactica, de la situacion adidactica, a aquellos elementos de la
situacién que al ser modificados permiten engendrar tipos de problemas a los que
corresponden diferentes técnicas oatsgias de solucion. El empleo que hacprefesor

de situaciones adidacticas, con una determinada intencién didactica, constituyen lo que se
denomina situacion dactica. La situacion didactica compremate situaciones adidacticas,

un cierto medio y el profesor, que tiene el propdsito de quealloanos aprendan un
determinado conocimiento matematico.

El medio se constituye asi en un elemento fundamental, dentro de la nocién de situacion
didactica, ya que esta constituido por todos aquellos objetos con los que el estudiante esta
familiarizado yque puede emplear con seguridad y sin cuestionamientos, asi como todas
aquellas ayudas que se le proporcionan con el fin de que pueda lograr el objetivo deseado.
Es muy importante notajue en tal medio se encuengtgrofesor. Este hecho sera de gran
importancia en el momento de analizar la funcion del profesor en la actividad de
reproduccion de situaciones didacticas.

En la relacion didactica, maest@atumno, se erige explicitamente o implicitamente, un
acuerdo de cuales son las responsabilidades de wadlale ellos. Es un sistema de
relaciones reciprocas analogas a las de un contrato, pero a diferencia de los contratos
sociales, éste estara determinado no por reglas previas a la relacion, sino por la naturaleza



del conocimiento matematico buscado. Estmtrato didactico evoluciona conforme
evoluciona la relacion del estudiante con la situacion adidactica. El estudiante puede
resistirse a la devolucion de la situacion, o experimentar problemas, es entonces que, las
acciones del profesor, traducidas adgociacion del contrato, experimentan evolucion.

Finalmente, como hemos dicho anteriormente, las situaciones adidacticas, estan
caracterizadas por un conocimiento especifico; es posible establecer correspondencias entre
estos tipos de conocimientos, Im®dos de funcionamiento de dichos conocimientos y los
respectivos intercambios del alumno con el medio, que éstos provocan. Con base a estas
correspondencias, pueden ser definidas de la siguiente manera:

1 Situacion de accion que corresponde a un modeloplfnito, que sugiere una
decision o empleo de un algoritmo y que provoca intercambio de informaciones no
codificadas. El modelo de accion le permite al alumno mejorar su modelo implicito,
son acciones que aun no le permiten formular, probar, ni formwdaearia.

7 Situacion de formulacién la forma de conocimiento, corresponde a un lenguaje
que le permite la produccion de mensajes y por ende el intercambio de
informaciones codificadas segun ese lenguaje. En este tipo de situaciones el
estudiantantercambia y comunica sus exploraciones, a sus compareros o profesor
y ya puede comunicarlos en un lenguaje matematico, asi sea muy incipiente.

{ Situacion de validacion que toma la forma de conocimiento de una teoria, que le
permite construir sus propioglicios, pudiendo intercambiar juicios. En esta
situacion, el estudiante debe demostrar porqué el modelo que construyd, es valido, a
fin de convencer a otros de ello.

Ejemplo de situacion

La teoria de las situaciones postula que cada conocimiento tworaebe poder

Adeterminarseo (en el sentido indicado) medi

una de las cuales recibe el nombre de situacion espgmfiadicho conocimiento.

Una situaciérde aprendizajes especifica de un conocimiento concreto si cumple las dos
condiciones siguientes:

Es comunicable sin utilizar dicho conocimiento.



1 La estrategia 6ptima del juego forrhasociado a la situacion matematica se obtiene
a partir de la estrategia de baseg(gonsiste en jugar al azar, aunque respetando las
reglas del juego) utilizando el conocimiento en cuestion

Existe una situacion matematica modelizaljBrousseau, 1994)mediante el juego
denominado fiLa carrera al 206enelgeljugpadat a de
gue empieza jugando debe decir un nunxerenor que 20 y el contrincante debe decir un

namero 1 o 2 unidades mayot:+ m(conm< 3). Gana el jugador que dice 20 por primera

vez. El conoci miento matlen8Xd ceos alsa cdiavdios ia- n
trata de buscar los nimeros que tengan el missiduoque al dividir 20 entre 3 (nUmeros
congruentes con 20 modulo 3).

Los valores 20 y 3 que aparecen en |l a defini
de sends variables de la situacion matematica. Pueden cambiarse para dar origen a un
cambio en el juego que provoca una modificacion de la estrategia 6ptima (si bien el
conocimiento mateméatico asociado sigue siendo el mismo).

1 Sin= 20 ym< 3, la estrategiaapadora consiste en decir, sea cual sea el nimero
elegido por el contrincante, un nimero de la lista: 2, 5, 8, 11, 14, 17 y 20.

1 Sin=45ym< 7, la estrategia ganadora consiste en dacit0, 17, 24, 31, 38 y
45.

1 Sin=100 ym< 12, la estrategia gatiara consiste en dec#; 16, 28, 40, 52, 64,
76, 88 y 100.

Una variable de una situacién adidactica se llama variable didactica si sus valores pueden
ser manipulados (fijados o cambiados) por el profesor. Partiendo de un conocimiento
concreto y de unatsiacion adidactica especifica de dicho conocimiento, resulta que la
modificacion de los valores de las variables didacticas de esta situacién adidactica permite
engendrar un tipo de problemas a los que corresponden diferentes técnicas o estrategias de
resducion.

Ahora puede decirse que aprender un conocimiento matematico significa adaptarse a una
situacién adidactica especifica de dicho conocimiento, lo que se manifiesta mediante un
cambio de estrategia del jugador (el alumno) que le lleva a poner ¢icgptacestrategia
ganadora u Optima de manera estable en el tiempo y estable respecto a los diferentes
valores de las variables de la situacion adidactica en cuestion.

4 Se refiere a una analogia utilizguar Broussea®n donde modeliza a través de la teoria de juegos, el
aprendizaje es entonces figanaro el juego.



Sobre el precalculo

Tradicionalmente el curso de precélculo es un repertorio de procedimientos y algoritmos
provenientes esencialmente del algebra y de la geometria analitica, tocando con mayor o
menor énfasis el estudio de funcion, habitualmente sobre la definicion delddirich
Bourbaki. La ensefianza tiende a sobrevalorizar los procedimientos analiticos y la
algoritmizacioén, dejando de lado a los argumentos visuales, por no considerarlos como
matematicos, entre otras causas. Es decir, la concepcion que de la matematiga, se ten
permea la de su ensefianza, independientemente de los estudiantes a los que se dirige. A
ello sealnael contrato didactico establecido, que como parte de la negociacién impide que
el status del profesor sea demeritado, si éste no resuelve satisfaendeidos problemas
planteados en el curso; el recurso algoritmico permite subsanar decorosamente lo
establecido en el contrato y "aligera”, eliminando dificultades subyacentes al contenido
matematico.

La investigacion sobre las premisas que sustentsstalacion de un lenguaje grafico que
permita el transito entre varios contextos ha sido reportada en (Farfany 12@12
Cantoral y Farfan, 1998 2003. En sintesis hemos sostenido que para acceder al
pensamiento y lenguaje variacion@lementos cerdles del estudio del precélculo y
calculo,se precisa entre otras del manejo de un universo de formas gréficas extenso y rico
en significados por parte del que aprende. El conocimiento de la recta y la parabola no
resultan suficientes para desarrollardaspetencias esperadas en los cursasldela

En términos escolarexistela necesidad de modificar el curso de precalculo al inicio de
los estudios universitarios y un disefiogplr escuela lo presentamos(@ibert, Arrietay

Farfan 2001). En lo qu sigue expondremogrosso moddos elementos del analisis
preliminar (en términos de ingenieria didactica) asi como los elementos sustantivos del
disefio a fin de proporcionar un ejemplo de innovacion para la escuela obtenida de la
investigacién en mateméa educativa.

1 Estudio epistemol6gico La naturaleza del concepto de funcién es en extremo
compleja, su desarrollo se ha hecho casi a la par del humano, es decir, encontramos
vestigios del uso de correspondencias en la antigledad, y actualmente se debate
sobre la vigencia, en el d&mbito de las matematicas, del paradigma de la funcién
como un objeto analitico. Empero, el concepto de funcién devino protagonico hasta
gue se le concibe como una férmula, es decir hasta que se logré la integracion entre
dos domiios de representacion: el algebra y la geometria. La complejidad del
concepto de funcion se refleja en las diversas concepciones y diversas
representaciones con las que se enfrentan los estudiantes y profesores. Una lista
exhaustiva de obstaculos epistedgitos del concepto de funcion se encuentra en
[Sierpinska A., 1992].
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1 Estudio cognitivo. Los objetos inmersos en el campo conceptual del célculo
(analisis) son particularmente complejos a nivel cognitivo pues, como en el caso
gue nos ocupa, la funcién seepenta como un proceso cuyos objetos son los
nameros; este mismo concepto deviene en objeto al ser operado bajmoésop
como la diferenciacién (mtegracion) y asi sucesivamente. De modo que al iniciar
un curso de célculo el estudiante debe conaeldrfuncibn como un objeto y por
ende susceptible de operacion; de otro modo, ¢qué significa operar un DpErceso
nuestras experiencias con profesores y estudiantes hemos constatado que si logran
incorporar elementos visuales como parte de su actividadmatica al enfrentar
problemas, no s6lo manejan a la funcibn como objeto sino que ademas transitan
entre los contextos algebraico, geométrico y numérico versatilmente, es decir, si se
tiene dominio del contexto geométrico/visual tanto en la algorit@iatuicion
como en la argumentacion es posible el transito entre las diversas representaciones.
El problema estriba en la dificultad cognitiva para adquirir maestria en el contexto
geométrico, por ejemplo, en el plano de la argumentacién es mucho ritas fac
mostrar la existencia de una raiz doble algebraicamente que geométricamente, por
lo que se acude al refugio algoritmico facilmente.

A partir de estos elementos nos proponemos un disefio con el objgili@tode construir

un lenguaje gréfico. La hipésis central, después de un andlisis socioepistemoldgico a
profundidad como el que se desarrolla en (Fa2atp consiste en asumir que: previo al
estudio del calculo se precisa de la adquisicion de un lenguaje grafico que posibilite,
esencialmente, lagnsferencia de campos conceptuales virtualmente ajenos, a causa de las
ensefianzas tradicionales, estableciendo un isomorfismo operativo entre el algebra basica y
el estudio de curvas, mejor aun, entre el lenguaje algebraico y el lenguaje grafico.

Esta hpotesis ha sido desarrollada tomando las dos siguientes directrices; en primer
término se presenta la posibilidad de operar graficas en analogia con los nimeros o las
variables, dando sentido a operaciones fundamentales tales como:

1T Qv vy Q w Reflexion respecto del eje y del ejey
respectivamente

1 Qo @ y ™ Qw & cond 1 Traslacion en la direccion del eje
1 Qw @y Qw & con® T Traslacion en la direccion del eje
7 O™ @ Contraccion o dilatacion respecto del gje

17 Q° o Re flexion respecto de lareata @
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q -2 Invierte ceros en asintotas y viceverss
las  abscisas tales que s p
corresponderan con aquéllos dogde p
y viceversa, dejando intactos los pun
sobrelasrecta®s py w p.

1 sQws y "Qus Respectivamente reflexion de las image
negativas al simétrico positivo respecto
eje wy reflexién de sustitucion del lado ¢
la gréfica con ordenadas negativas po
reflexion del lado de la gréafica cc
ordenadas positivas

El segundo aspecto relevante lo constituye la posibilidad de construir un universo amplio
de funciones a partiredtres funciones primitivas de referencia: la identid@d( ), la
exponencial("Qow &) y la sinusoidal Qo | Q@, todas ellas para construir las
funciones elementales en el sentido de Cauchy. Respectivamente, ellas sirven para construir
operando las graficas a las funciones algebraicas, logaritmicas y exponenciales y las

trigonométricas graficamente.

Diseno de una ingenieria didactica. Estrategias
| de base para el diseno

= Operaciones de base en analogia con los
numeros o las variables

= Apoyo en técnicas algebraicas para construir
graficas; p.e. para graficar y = ax2 + bx + ¢, se
necesita operar algebraicamente para obtener
laformay = a(x+ H/2a3)2 - (HB2+4a0) [/ 4a

= y reciprocamente, generar la necesidad de
operar graficamente ante la imposibilidad de
hacerlo algebraicamente, por ejemplo resolver
desigualdades de aspecto complejo

Imagen 2: Disefio de una ingenieria didactica.

En este acercamiento ha resultado importante plarggaacionesque involucren
enunciados algebraicos gper su complejidadavorezcan el uso del lenguaje gréfico, por
ejemplo la tarea

Resuelve la desigualdazd%z Qw

12



es ampliamente desarrollada como estrategia de ensefianza ehy(Adan, 1997). Para

todo ello es necesario operar algebraicamente a fin de obtener la gréfica de las funciones
involucradas para que finalmente sean comparadas y resolver de este modo los sistemas de
ecuaciones a que haya lugar. Del mismo modo el bissaxtremos de funciones como

conay b positivos, permite avanzar en la construccion del puente entre contextos,

pues la tarea eeste contextsirve de guia a la sintaxis algebraica, de modo que ésta se
refuerza en su significado.

Describimos enseguida dos ejemplos:

1. Resolucion de ladesigualdad w ¢ w p

Resolucién graficade  X2-= X 2 -

| desigualdades

:. f()=»x x 2 _
N

\ | // Igualando las

Por simple \ i
inspeccionx= 4 \ 2
T

o

/ expresiones dadas
xX2-x 2 x1

Imagen 3Resolucién grafica de desigualdades.

En la imageranterior pueden notarse las gréficas tanto™® ¢ & ¢ como de

"Qw w p. El métodoconsiste erencontrar los puntos de code ambas graficas, es

decir, donde lagréfica de la funciortuadratica es igual a lgrafica de la funciorineal:

¢ w ¢  p.Laimportancia de estos puntos radica enmaecanun cambio en las
imagenes de una funcidén con respecto a la otra. Esto es, en el primer punto dato®rte

las graficasw  p, las imagenes de la cuadratica pasan de ser mayores a sersngeeore

las imagenes de ldneal. En el segundo punto de corte, o, las imagenes dé&a
cuadréatica pasan de ser menores a ser mayores que las imagenes de la lineal. Con este
analisis es que se obtiene aareel intervalo abierto pho la gréfica def(x) es menor que

la grafica dey(x), es decir, se cumple la desigualdad.

13



2. Resolucion de la desigualdad ¢s s ps

Resolucion grafica de ]-2 |x+l|

desigualdades .

® .. H . gy
. ¢ ,;‘_\

3

Interseccion de
rectas
-x+2=x+1

re(-nd)

Imagend. Resolucion grafica de desigualdades.

En la imagen 4pueden notarse las graficas @e ¢Sy desw ps. Al igual que en el
ejemplo 1, el método para resolver la desigualdad consiste en encontrar el punto de
interseccion de ambas &jicas, especificamentelonde w ¢ @ p. Dicho punto
resulta relevante en tanto que determina un cambio en el comportamiento de las imagenes

de una funcién con respecto a la otra. Es decig en- las imagenes dew ¢ pasan de
ser mayores que p a ser menores. Por tanto, el intervalo do@de ¢Ses mayor que
W pses

En sintesis estas son las premisas de nuestro acercamiento, cuyos ejemplos se expondran en
lo que sigue. Anteses importante sefialar que el desarrollo del pensamiento y el lenguaje
variacional erlos estudianteprecisa de procesos temporalmente prolongados a juzgar por
los tiempos didacticos habituales. Supone, por ejemplo, del dominio de la matematica
basica y @ los procesos del pensamiento asociados, pero exige simultaneamente de
diversas rupturas con estilos del pensamiento prevariacional, como el caso del pensamiento
algebraico ampliamente documentado pbichelle Artigue (Artigue, 1998. Esa ruptura
ademasno puede ser sostenida exclusivamente al seno de lo educativo con base en un
nuevo paradigma de rigor que se induce simplemente de la construccion de los numeros
reales como base de la aritmetizacion del analisis, ni tampoco puede békaesela idea

de aproximacionsino que debe ayudar también a la matematizacion de la prediccion de los
fenomenos de camb{€@antoral y Farfan1998y 2003.
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Operaciones graficas

Creemos qgue es necesario rescatar al gunos
conocimientoy darles significado a ciertos contenidos matematicos. En este sentido, es
importante qudos estudiantesogren un buen manejo del lenguaje gréafico y un pasaje

fluido del contexto algebraico al gréfico. Con ello, estaremos proporcionanohaebase

mas solida donde asentar otros conceptos de Célculo, como por ejemplo, comportamiento

de funciones, obtencion de areas,,st@portandols herramientas que $germitiran una

mejor comprension y por ende, apropiacion de conocimientos en mivébesbstractos.

Con el manejo de este tipo de operaciones intentgm®#os estudiantes se apropienun

manej o del Al enguaj e gr 8ficoo que implica, p
es decir, a la construccién de significados previosasi@peraciones gréafigaspor otro, a
|l a fAsintaxis gr8ficao, vale decirEnese su sil

espacio presentamos solo el estudio de una operacion, sin embargo en (Farfan et al., 2000)
pueden consultarse algunas otras.

Estudio de—*— a partir def (x)
f(x)

Para construir la grafica del reciproco de una funcion, partiremof(xe= x, pues se
considera que es reconocida por el alumno. Asi, se intenta que, de un analisis exhaustivo de

la construccion de-, se logre la generalizacion a cualquier funcion mediante la deteccion
X

de propiedades comunes.

Partimos entoncedg la forma elementaf (x) = x

Sus caracteristicas son, entre otras:
T O¢&dQ s
1 Es creciente, pues si<b entonces f (a) < f (b)
1 Es continua

1 Es simétrica respecto al origen de coordenadas, por tanto es
una funcion impar, es decir qug- X) =- f(X) ya quef(-x)=-x=- f(X)

=

f (X) es positivesi x>0, es decir,f(x) >0 siysolosi x>0

=

f(X) es negativai x<0, es decir,f(X) <0 siy solo six<0
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T f(xX)=0 si ysolosi x=0

El identificar @racteristicas dg(x)es relevante en cuanto se desea establecer como se

modifican o conservan estas propiedades al calcular el reciprotfxjle

a) Estudio de los puntos(1,1) y (- 1- 1)

- 1
Definimos g(x) = W
(L1

f six=1Y f@®=1

_1_

g(l)—i—l

f six=-1Y f(-)=-1

1 7 T

9(-1) = 1 1 (=1-1)

Es decir, los puntogl, 1) y (- 1,- 1) pertenecen tanto a la grafica leceomo a la de.

b) Estudio depuntos a,bi (0,1)
Para los puntos del interva(@, 1) haremos las siguientes consideraciones:

1 Seana,bi (01) de modo tal quea<b<1

comof(a)=a y f(b)=b

16



entoncesf (a) < f (b), ya que f (x) es creciente.

1 Pero,g(a) :; y g(b) = i Sirecordamos qué<a<b<1

Y, si dividimos pora >0 las desigualdades no se alteran, por tanto:

1<9<1

a a
Si dividimos ahora pob >0 obtenemos:

§ Ademas, b<l Y 1<é

Entonces 1< i < E

a
Es decir 1<g(b)<g(a)

Por tanto g(x) decrece y se ubica
por encimale y =1.

\/\yzl

Como ejemplo calculemos algunos puntos para comenzar a trazar la gréfica:

1 1 1
== Y f == =_=2
T x=3 ®=Z vy 9 1
2
1 1 1
== Y f == =_=3
T x=3 =3 ¥y 9 1
3
Si hacemos cada vez mas pequefio:
1 1 1
= f(x)=— =~ =10C
1 x= M=10p ¥ 9=
100
en general, panacada vez mas grande:
1 . 1 1
T x=— Y f(¥=- "y g(=-=n
n n 1
n
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Observamos que, a medida qfi€x) se hace mas pequefig(x) se hacanasgrande.Es
decir, si hacemos tendgra cero, f(x) = x también se acercara tanto como deseemos a

1 : o

cerg y por lo tanto,g(x)=~t ender 8 a infinito, esto es,
X

queramos.

Tomemos ahora dos puntos @éx) :
(a f(a)) y (b, f (b)) tales quea,bi (01) cona<b
entoncesf (a) < f (b)
Yy, por lo visto anteriormenteg(a) > g(b)

Ademasb- a>0 y g(b)- g(a)<O0

Efectivamente: g(b) - g(a) = ;:

oOlk

g T

a7
III"';. / ~x=b
! X

X=a

La pendiente de la recta que pasa por los pL(lat y (b, g(b)) es

1.1 ab
=9b)-9@ _b a_ ab __ 1
b-a b-a b-a ab

Conformea y b sean méas pequenaga) = 1 y g(b) :é seran cada vez mas grandes. Por
a

otro lado, el producto dab también estd acercandose a cero, por tan%,se esta
a

haciendo Amuy grandeo, es decir, este valor
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, eésta recta se va

. - 1
Luego, como la pendiente de la recta secante a la grafigbxglees - b
a

haciendo cada vanasparalela al ejg a medida que nos acercamox& 0. Esto nos lleva
a pensar que los puntos de la graficag{&) no atravesaran el eje verticéodemos

deducir entonces quec=0 es una asintota de la gréafica gi) = 1.
X

c) Estudio depuntos a,bi (L+ 9
Ahora consideremos el intervalh+ 9 y seana,bi (L+ 9 tales quel<a<b

Si dividimos pora >0 las desigualdades no se alteran y obtenemos

E<1<9

a a

de igual manera, si dividimos ahora fo» O nos queda

1 1 1
<< <]
ab b a
Luego,
f(a)=a
portanto 1< f(a)< f(b), y f crecey se mantiene
f(b)=b por encima de la rectg =1
1
g(a)= a
por tanto g(b) < g(a) <1, gdecrece y se mantiene
g(b) = i por debajo de la rectg =1

Por otro lado, sixi L+ 9 Y x>0 Y ooy g(x) >0, es decir,g(x) se
X

mantiene por encima de la regfa= 0, luego0< g(X) <1 para todo x| (L+ l)
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Anteriormente vimos que la pendiente de la recta que une dos ;(arry@a)) y (b,g(b))

_gb)- 9@ __ 1

es:
b- a ab

/\ Recta secante a |

gréfica deg(x)

Si ahora hacemos quey b sean cada vez mas grandes, es decir, que ambos tiendan a
infinito, la pendiente de esta recta a la graficdw tendera a cero, es decir, sera cada
vez mas horizontal o paralela al &eEsto nos hace pensar que los puntos de la gréfica de
g(x) no atravesaran la recta= 0. Asi, el ejex sera una asintota horizontal de la grafiea

9(x).-
Del analisis de las caracteristicas H&) , sSabemos qukes una funcién impar.

Como™Qw -entoncesQ - "Qw de lo que concluimos quiw es impar,

por lo tanto, la grafica d®w es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Entonces, con lo estudiado hasta ahora, estamos en condiciones de trazar la grafica
completa.

Graficade™Qw  wy de su reciproc®w -.
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V\/ f(x) =x

Asintota a

1
horizontal /‘\ 903 = %

y=0

¥~ asintota

vertical
Xx=0

Analicemos ahora, la manera en que sedpueonstruir la grafica del rggbco de una
funcidén arbitraria a partir de su grafica. Para ello utilizaremos los resultados que obtuvimos
en el estudio del reciproco de la funcién elemeififad) = x.

1
Generalizacion de la construcciéon d&® a partir de cualquier f (%)

. 1
1) S de———
) Signo ef(x)

Si f(x)>0 Y RN

> Por tanto, el signo d% es el mismo d&x)
X

Si f(x<0 Y 1)<0

2) Puntos invariantes.
Sabemos que el reciproco de Ekesiismo.

Por lo tanto sif (x) =1 para alginxi Dom f Y f(l) =1
X

Lo mismo ocurre coinl.
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En conclusidn, los puntos de la forfa, 1) y (X, -1) que pertenecen a la grafica de

f (X), pertenecen también a la gréfica?l%.
X

Todas las consideraciones anteriores quedan resumidas en la siguiente tabla:

f(x)

Significado grafico

1

f(x)

Significado grafico

Observaciones

0< f(x) <1

1
f(3)

>1

— 1 \

La gréfica de

1 se halla po
f (%)

encima de I
recta y=1

f(x)>1

<1

f(x)

La gréfica de

1 se halla po
f(x)

debajo de I
recta y=1y por
encima del ej&

-1<f(x)<0

La gréfica de
1 se halla po
f ()

debajo de I
recta y=-1

f(x) <-1

La gréfica d€

1 se halla po
f(x)
encima de I
recta y=-1 vy
por debajo de
ejex

De la tabla anterior, se deduce la importancia de graficar las rngetdsy y=-1 pues,

dan una primera aproximacion de las regiones dom@acontrara la grafica d]%
X

3) Ceros de f(x)

Siexistea | Domf , tal que f(a)=0 entoncesfL no esta definida

(a)

Por tanto, un cero dé(x) se convierte en una asintotad%L

f(x)



™ f(¥) Asintota—— >
vertical

X =

4) Asintotas verticales def (X)

Si f(x) tiene una asintota vertical en alggrentonces,f (x) tiende a infinito.

Por tanto, una asintota vertical d€x) se convierte en un cero G#(.(lL
X

[\ £ () Cero de
(%) (X)
Asintota
vertical

'\/ x=1 i
\ f

5) f(X) creciente o decreciente

f(x) es creciente si y solo si, para toddi Domf tales quea<b, se cumple que
f(a)< f(b)
luego, si a,bl Domf tales que a<b, vimos quef(lb) f(l) por lo tanto,
podemos concluir que:

Si f(X) es crecienteY f(lx) es decreciente
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/\ £
creciente
1

f(x)
A decreciente \

Analogamente,
Si f(x) esdecreciente Y f(l) es creciente
X

6) Simetria respecto al ejgy, es decir, f (x) es una funcién par

f(x) es una funcion par, si y solo si, para tood Domf se cumple que

f(-%) = f(x)

1 . o
=~ _ y podemos entonces concluir lo siguiente

Vemos que
fi-x (¥

: - L, 1
Si f(x) es una funcion par, entoncef,(lf) es una funcion par. Por lo tant%
X X

también es simétrica respecto algje

f\\ ) \/

Funciones pares

. ~

F(@) 1

7) Simetria respecto al origen de coordenadas, es decir(x) es una funcién impar

f(x) es una funcién impar, si y solo si, para todd Domf se cumple que
f(-x) =-f(x).
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1 1 .
Luego =- y podemos entonces concluir que:

fe-x (¥

Si f(x) es una funcién impa¥ f(l) es una funcion impar. Por lo tant%también
X X

es simétrica respecto al origen de coordenadas.

/—\ f(x)

Funciones impares

/ 1

J foN_" \

8) Continuidad de f(x)

Que f(x) sea una funcion continua en todo su dominio, no mphcaggzja también
X
lo sea. En efecto, puede ocurrir que:

1 f(X) sea continua, como por ejempfdx) = X, pero su reciproca ser discontinua,

1 1 ,
tal esel caso def( ) = —. Observemos sus gréficas:
X) X

\/f(x):x
1 I/\> &

) x
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. 1 . -
§ Puede ocurrir que tanté (x) comom sean continuas en su dominio, como por
X

ejemplo, f(x) =e*y =e . Observemos sus graficas:

(0

f(x)=e"

En conclusion podemos asegurar que:

f Si f(x), 0, para todo xI Domf ,y f(x) es continua entoncesf,% es
X

continua.

f Si f(x)=0 para alginxi Domf , entoncesf(17) es discontinua.
X

9) Maximos y minimos relativos def (x)

Recordemos que una funcion alcanza un maxime ®@, si existe una vecindad tal
que para todoxi V f(a)2 f(X).

Luego, si existeal Domf , tal que f(a) es un maximo relativo desiendof (x), O

. 1 1 : :
para todox| V, tendremos que— - < en dicha vecindad. Por tanto, &+ a ,

f(x)  f(a)

f(l) presenta un minimo relativo
X

Observemos esto graficamente.
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/\ Méaximo de f (x)

Vemos que f(x) presenta un maximo ex =1, pues para losx<1l , f(x) es
creciente, en tanto que para Igs>1, es decreciente. De lo analizado en los puntos

: 1 , . .
anteriores, sabemos qu%, serd decrecientpara los x <1 y creciente para los
X

x>1. Luego, f(l) presenta un minimo ex=1
X

En conclusion:

 Si f(x), con f(x), Opara todo xi V, presenta un maximo ex=a,

1 .. L.
entoncesm tiene un minimo erx=a
X

. .. 1 . -~
1 Si f(x) presenta un minimo ex=a, entoncesm tiene un maximo en
X

X =a, siempre quef (x) , Opara todoxi V .

10) Concavidad

El estudio de la concavidad d% no es trivial, y aqui sélo analizaremos algunos
X

casos particulares, dejandole al lector la tarea de analizar con mayor profundidad.
Tomemos, a modo de primer ejemplo, una funéicuya grafica es:
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¥~ T~ Concavidad

hacia abajo

Observemos qud (X) presenta un maximo erR=a y, por consiguiente, es concava

hacia abajo en las cercanias de este punto. Luego, por lo analizado anteri%ﬁ(lnor)ente,
X

tendrd un minimo erx=a, siempre quef(x), Opara todox que pertenezca a una

vecindad dea, por tanto sera concava hacia arriba en las inmediacienestel punto,
siendo su gréfica

/\, Concavidad

hacia arriba

De forma analoga, en un minimdé(x) es coéncava hacia arriba, por tam%eh sera
X
concava hacia abajo, pues presentara un maximo.

En otro tipo de funciones, no es tan evidente la relacion entre la concavidad de la
funcion y la de su reciproca, basta analizar la grafica de la fufcipra de su
reciproca.

28



Observamos que, tantb(x) como su reciproca, son concavas hacia arriba, y que

ninguna de las dos presenta un punto de inflexion, es decir, en punto donde cambien su
concavidad.

Ejemplo:
A partir de este andlisis, y a modo de ejemplo, proponemos el siguiente ejercicio.

Hallar el reciproco dd (x) a partir de su grafica.

/_\

Mé&ximo relativo def (x) S(x)

_ / Minimo relativo def'(x)
: /3
f |

Ceros def(x)
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Asintotas de

o\ \ /[

— T

Maximo relativo def (x)

p—
Il
—

Minimo relativo def(x)

&/

.. . 1
Minimo relativo de L. .
Maximo relativo de

f(x) )

/

Consideramos, que la pertinencia de este tipo de problemas, respecto a su inclusion en los
programas de precaélculo, radica en que, dotar al alumno de un buen manejo del lenguaje
gréfico, facilita lacomprension y apropiacion de nuevos conceptos de célculo.

En particular, el estudio del reciproco de una funcion permite reflexionar acerca de ciertas
nociones, como asintotas, ceros, maximos y minimos, continuidad y sobre lo que sucede
con ellas al aplicgaesta operacion.

Al resolver este tipo de ejercicios, el alumno se ve obligado a pensar qué sucede ante, por
ejemplo, un cero o asintota. Este hecho lo acerca a conceptos de limite y sucesiones, sin
estar trabajando con ellos de manera explicita. Debigamia que ocurre cuandé(x) se

hace cada vemas pequeia (cero), o cada vermsgrande (asintotas) y al aplicarle el
rec2proco, manejar i1 deas de fAtiende a. .. o0,
ibaseo donnmbaones talestcemo timite, continuidad, maximos y minimos, etc.
inherentes al calculo. El lograr un pasaje fluido y espontaneo entre estos dos lenguajes
(grafico y analitico), permite una mayor comprension de las ideas subyacentes.

30

St



Resolucion de desigaldades

Es innegable que la dificultad técnica que se presenta al resolver desigualdades obstaculiza
su comprension y su ensefianza reduciendo su presentacion escolar a unos cuantos ejemplos
Acomplejosodo a fin de compl e tparte, lag habilipadesg r a ma
algebraicas y logicas que desarrolla la minoria no contribuyen, substancialmente, a un
posterior estudio del calculo. Nuestra estrategia para abordar en la escuela este tema estriba
en el cambio de centracién del contexto protagode la discusion, es decir, iniciamos el
tratamiento en el contexto grafico haciendo una traslacion hacia el contexto algebraico cuyo
fin es el de apoyar argumentaciones o construcciones gréfidadargo de esta seccion
encontrara gréficas que han sido creadas con una herramienta de apoyo, el software de
graficacidon GeoeGebra, el cual essaftware libre y dinAmico mukplataforma para todos

los niveles de educacion guine la Geometria, ellgebra, la Estadistica y el Célculo, en

las referencias bibliograficas puede encontrarse la direccién electrénica para descargarse.

También involucramos el contexto numeérico para conjeturar soluciones e ir estableciendo
margenes de aproximacion que pragicel fortalecimiento de la intuicibn numérica de los
estudiantes. En lo que sigue veremos algunos ejempt®ldgector puede consultar en

(Farfan, Albert y Arrieta2007), para mayores detalles.

El problema de resolver una desigualdad de incégqitadica en encontrar todos los
nameros reales que, al sustituirlos goverifican la desigualdad dada. Tales nimeros son
las soluciones de la desigualdad, ellos forman el conjunto de soluciones que generalmente

es un intervalo. Hagamos una analogia cardalucion de ecuaciones.
Resolver la ecuacion
Xl1l=0

es encontr xad pedr a adlo rcxidees nile;lel priokEmanplanteado3en
una grafica se interpreta como el de encontrar la interseccion de lg ¥e®Xal con el eje

X, esto senuestra en la siguiente grafica.
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y=3x-1

Gréfica dey = 3x-1

El valor dex requerido es, es decir, que para dicho valor el términd13se anula; en la
gréfica, para ese valor de la recta y el eje coincidemor tantola solucion se expresa

comox =.

Ali ntroducir el t ®r mino AdeskKguémdadido gae) ntr

(mayor ¢puyene,nofi o i2gou(anha ygpue )o vyi gfu al gue) ,
solucion sea un numero, como en el caso de las ecuaciones, o bien, un conjunierds

e incluso varios conjuntos. De modo que al solicitar la solucion de la desigualdad
3XT11<0
observamos en la graficpue para todos los nimeros d@ x situados a la izquierda de

(es decir, menores qulos valores del términdxi 1 estan por debajo deje x (es decir,

son menores que cero), por lo que la solucién es un conjunto de numeros, a saber, el

constituido por todos los niumeros reales que sean estrictamente mencresdgjua

solucion es el intervald (= ,-), graficamate se ve de la siguiente manera:
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y=3x-1

05

05 ] 05 1 15

05

Solucién grafica dex31<0

Reflexionemos sobre el procedimiento anterior:

Hemos estakkcido una comparacion entre la graficalaleectay = 3xi 1 y el eje x cuya
ecuacibneg= 0; | a compar aci - n<of ue ndoasd ap rpeogru netla nso2sr

de quénumero, la grafica de la recta 3xi 1 esta por degjo de la gréfica de la rectes 0?

Hemos trad,ucugdadd -em dlag elxrpaiecsa seppuedénférid e b aj o ¢
latraduc i - n >@depdir fAarriba deo en el contexto gr

igualdad se traduce como interseccién (coincidencia).

De este ejemplo observamos auregeneral, a diferencia de las ecuaciones, al resolver una
desigualdad r®vemos obligados a exlrilun conjunto de niameros y qea el contexto

grafico(que usaremos como ambiente de trgba&solverunadesigualdad sem@ncontrama

partir de qué nimero (sobreelge | a comparaci -n | dyzrdida por

AcCo, 26 ) da Il ugar a | a comparaci-n (Adebajo

intersecci-no, fAarriba de, y en |l a intersecc
Problema 1

Resolver por el método antes usado la siguiente desigualdad

3i 2x Oxi 6

33



Graficamos las rectas=3-2x y y=X- 6 en un mism@lano cartesiano

Gréficas de lasrectgs=3-2x y y=x-6

La grafica dey = 3-2x esta por encima de la gréfica de la regta x-6 hastael punto de

interseccion cuyabscisges decirx) es 3,después de tal valor la situacion se invertira; asi

gue la solucién es el intervaled, 3].

Problemas propuestos

1.- Resuelva las siguientes desigualdades:

a)2x+7>3 Solucién: el intervaldi 2, @).

+5>5T
b)1+5>51 3 Solucién: el intervalc(;,ﬁ)-

c)x > 1ix >3+ No tiene solucion.

d)0<lix<1 Solucion: el intervaldq 0, 1.
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Problema 2

Resolver la siguiente desigualdad

W q
ow p P
Al graficary=— y y =1 en un mism@lano cartesianobtenemos una hipérbola cuyas

asintotas vertical y horizontal sgF - y y=- respectivamente.

Gréficasde lasrectys=s— y y=1

El punto de interseccién entre la recta y la hipérbola es el plentoordenadas-( 1),

obtenido al resolver la ecuacicﬁ—p =1.

X*2 osta por debajo de la recta para todos los valores slvo los

La gréfica dey = a1
X_

comprendidos en el intervals, £), es decir, la solucidon son todos numeros del conjunto

(-D5)" (-h).
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Noéteseque no hemos considerado al nimeren ningln caso, ni para el conjunto solucion
ni para el conjunto que no lo es. Ello se debe a-gue forma parte del dominio de la

funcion, esto es, no hay ningun valor asignado que provenga de una evaluaci®nr;en

luego, no es posible hacer ninguna comparadim hecho, excluiremos del conjunto
solucién a todos los nimeros que no pertenezcaorainio de la funcion, en este caso

aquellos para los cuales se tenga una divisién por cero.

1.-Resolver las siguientes desigualdades

a— -x+1 Solucioén: el conjunt@xz, -1)° X, &)
dondex; © 5.54138126x. °© 0.54138126

b) i x<— <i 2x+ 3 Solucién el conjuntxi,x2) X3, Xa)
donde x° -6.31662479

X2© -2.870828693

x3° 0.31662479x4 ° 0.8708286933

De los ejemplos anteriores se desprende una interrogante ¢,por qué la graficadients

de rectas es una hipérbola? Responder a ello nos permite graficar dicho coniente si

recurrir, necesariamente a walculadora para resolver este tipo de desigualdades.

Consideremos, b, c y d constantes de modo que la pregunta que hemos planteado es

equivalente a la siguiente:

¢,Cual es la gréfica de la funciGn ——?
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Si acasc, 0,b=d =0, entonceso

-, Cuya grafica es una recta paralela alxje
puesto que- es una constante. Perolsio d no son ambas cera { ¢ son diferentes de

cero) la situacion difiere, y el cociente puede expresarse como

OO N

e
8~1| 8:

W
wwQ
gue se obtiene al hacer la division

Pero, ¢por qué - —— es una hipérbola?

Nuestro patrén asociado a una hipérbola es @l decomo se muestra en la gréfica

Gréfica dey =-
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Si ahora recorremos la grafica hacia la deredbi@m hacia la izquierda, esto gs; 00y <

0 unidades, obtendremos por ejemplo ger3 la graficasiguiente.

Gréfica dey =—

Siy <0, por ejemply = -3, entonces la gréafica se ve cogigue.

Gréfica dey = —

Y si estas hipérbolas las desplazamos hacia arriba o hacia abajo>ed unidades,

tendremosespectivamente.
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Gréficadey=— 0
En donde las asintotas fueron modificadas por dichos desplazamientos. &si; eR—

las asintotas sgh=- y x= -.

El factor——, siendo una constante, modificara a la curva contrayéndola o dilatandola,

pero sin alterar la forma esencial de la curva, salvo por el signo que, si es negativo,

significara una reflexién respecto del gje

Problemas propuestos

1. Considere la funciéhdefinida porf(x) =——

i) Trace la grafica dé

i) Resuelva la desigualdad Solucion:(i =,71)° [0, a).
f(x) 2 1.
iii) Resuelva la desigualdad Solucién:(i &, —2 * (i 1,—"
f(x) ¢ Tx7i1.
Problema 3

Resolver la siguiente desigualdad graficamente. Puede apoyarse de algun soft

de graficacion. 39
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+ Resolvemos con ayudie Ge@ebra

La desigualdad que nos planteamos resolverces p w8 misma que traducimos a la
siguiente pregunta ¢ Cuando la graficaxde-w p estd encima o es igual a la gréafica de
W ®?, para responder esta pregunta trazaremos ambas graficas danleyseoGebra

y observaremos detenidamente ambos comportamientos de la grafica, con base en dichas

observaciones y nuestros conocimientos argumentaremos la respuesta.

Al abrir GeoGebra aparecera una pantalla como la siguiente. En las refexpnoigsara
la direccion electronica de una guia rapida para el uso de este software, debe de consultarla

para que pueda realizar con éxito el ejercicio que aqui desarrollaremos.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Avuda

il All » . . el e 2 I\ } ~Bl oo2 - b,
R ERE LR =] &
LEcy M- X~ ~- 7 Deshace / Rehace /"
(4.3.63) /7

ist sta Grafice Mynrsyack
Algebraica
l.

Entrada Barra de Entrada )

Imagen del area de trabajo de GeoGebra

Graficamosen un mismaplano cartesiao a las funcioneso -w py y=38% Para ello

basta escribir estas expresiones en la barra entrada que se muestra en la imagen anterior y
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presionarenter, y apareceran las graficas correspondientes en la vista grafica y en la vista
algebraica sus expresiones correspondientes. Tenga en cuenta que para la expresion valor

absoluto deber& escribir en la barra de entrada lo sigyresibs).

Las gréficas seeran como sigue:

a 1
y= |z y= _‘.r: + 1

Gréficasdad -® pey=3%

Observemos con atencion las graficas y tengamos en mente nuestra pr&yanteo la

grafica dew -w p (gréfica azul) esta encima o es igual a la gréaficeodexus (grafica

roja)?, en las gréficas se sgiva claramente que es un pequefio intervalo en donde esto
ocurre, a saber, en el determinado por los puntos de interseccion de ambas gréficas, es
decir, en este intervalo las imagenes de la grafica-@w p son menores que las

imagenes de la grafica 6 Al parecer ya tenemos asegurada nuestra respuesta, sin
embargo nos falta dar los datos precisies este intervalo, es decir qu@lores lo
determinan, para ello con ayuda del software detemosaichos puntos de interseccion
(con la herramienta intezscion de dos puntgsal trazarlos en la grafica (vista grafica)

aparecen sus coordenadas en la vista algebraica. Asi hallamos que las gréficas se
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intersectan er -y ® -.Tome en cuenta que los valores que escribe el programa

son en decimales aproximados, por ejemplo, al dar las coordenadas de los puntos de
interseccion en el caso del punto B escribe B=(1.49,1.49), pero en realidad se trata de
B=(1.5,1.5). Esto es un ctarejemplo de que no debemos de confiar totalmente en el
software, a veces se presentan situaciones como éstas que podemos sortear con los

conocimientos que poseemos, en este caso para corroborar los valores exactos, puede
procederse algebraicamente

i

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

D EEN P RENEEE

~ Vista Algebraica x| | = Vista Grafica

=l - L e~ =~ A~ |[N] 1 Peueic ~ |2
= Funcién
LG ) = k] Y
= Punto 12
3 A=(-075075)
3 B=(1.49,1.49)

valor absoluto.ggb - g

@
= Reda

0 ay=033x+1
0 bx=-075
L0 ex=149

Enfrada:

Vistas del area de trabajo de GeoGebra

Toda vez corroborado los valores encontramoslas®lucion es el intervalp -, -], se

trata de un intervalo cerrado por que los extremos son parte de la solucién, recordemos que
se trataba de una desigualdad cosigio

42



Solucion graficade® p %

De esta forma la respuesta a la pregy@taando la graficade -w pesta encimao es

igual a la gréfica deo <®? Es el intervald -, -], lo que implica la solucién de la

desigualdad.

Problema 4

Resolver la siguiente desigualdad:

W PSS W US

+ Resolvemos con ayuda de Gaebra

La desigualdad que nos planteamos resolver ahora involucra dos expresiones con valor
absoluto, se tratad® pS W LS esta desigualdad se traduce en la pregunta ¢ Cuando
la grafca deww S0 psesta por debajo de la graficade I vS?, para responder esta

pregunta procedemos como en los ejercicios anteriores con ayuda de GeoGebra (de no
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contarse con el software pueden esbozarse las graficas con lapiz y papel), trazamos ambas
graficas y observamos detenidamente al mismo tiempo que hacemos conjeturas para dar
respuesta.

Las gréficas que deben obtenerse son las siguientes.

Gréficasdad S pS& @ I US

Observamos que las graficas se intersectan en A, y es precisamente a pautitalele
interseccion cuando la grafidew v ps(grafica azul) estd por debajo de la grafica de
@ S Us (grafica roja), esto significa que la solucion de la desigualdad ps

I uses el intervalo , B) , e s ab k=2ramhbms graficasgtianen mesma

imagen.

Problema 5

Resolver la siguiente desigualdad:

W 03 PO PS Po o
LW pPS VW ¢S G
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+ Resolvemos con ayuda de Gaebra

La desigualdad a resolver nos plangregunta ¢ Cuéando la gréfica de —5 2 2 2

esta por debajo o es igual a la graficasle - p ?, procedemos a graficar ambas

funciones en el mismo plano coordenado.

a4

A(—0.6,0.95)

B(3.9,0.95)

Graficas deo %&o’o -0 p

Recordemos que la pregunta planteada es ¢cuando la grafica de la fuacion

—; 1 1 Z (gréfica roja) esta por debajo o es igual a la grafica de la fudcion-w p

(grafica azul)? al observa la gréfica anterior encontramos que ante)dg y después de

x=3.9, que son las abscisas de los puntos de interseccion,ita gofd esta por debajo de

la grafica azul, y que en dichos puntos las imagenes de ambas son iguales. Cabe destacar
gue con ayuda de |l a herramient ase fiugdemt o de

determinarlos valores de los puntos de interseccion. Elriale que da solucion a la

desigualda(fz%z -0 pes Hh - oshb.
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Problemas de maximos y minimos sin usar calculo

En general, cuando el modelo de pnoblema es un modelo cuadratico, tendremos como

grafica a una parabola que tiene un maximo o un minimo segun el signo del coeficiente de

2 , . . . . ;.
X . Este maximo o minimo coincide con las coordenadas del vértice.
En forma general, una funcion cuadrética es dertaa
f(x)=ax®+bx+c, con  al 0;

al completar el cuadrado obtenemos una expresion equivalente

O TR0 ®

q0) T

N oo

Los parametros- y de estauncidén pueden identificarse conom desplazamiento

horizontal y otro vertical respectivamente de la grafica de la parapaia X. llustremos
esta afirmacién considerando dos casosa positivo ya negativo.

Partimos de Iparabolay = a ¢, como se muestra en la figura.

2
y=axr

Gréfica dey = ax?
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Consideremos el caso en el gue 0 yb < 0, veamos qué pasa con la gréfica de la funcién,

en este caso consideranasd yb=-2.

b 2
y=a(@+5)

y = ar?

Desplazamiento hacia la derecha (b<Oydax?

Ahora consideramos el caso en el gque0 yb > 0, veamos qué pasa con la gréfica de la

funcidén, en este caso consideraraesl yb =2.

y = ax”®

— . b 2
y=a(e+,)

Desplazamiento hacia la izquierda (b>0)dax?
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El desplazamiento de parabolahacia arriba o hacia abajo esta en funcién del signo de
4aci b? siéste es positivo, el desplamiento serd hacia arriba,4sici b? es negativo el

desplazamiento sera hacia abajo, a continuacién se muestra este hecho graficamente.

Desplazamiento de la grafica haaigiba (daci b?>> 0)

Desplazamiento de la giéh haciaabajo (4ci b?< 0)
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